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Rappelle



|

Théoreme de substitution Soient o une formule contenant la
variable propositionnelle A, et o' la formule obtenue en substituant
toutes les occurrences de A par la formule . Alors : Ea = E o

Théoreme de remplacement Soient o une formule contenant 3 et o
la formule obtenue en remplagant 3 par . Alors:

B=p' = a=d.

littéral On appel «littéral», une proposition élémentaire
(atome) ou la négation d’une proposition

¢=AAB Wi=AVvB
(|)2= -A A B W,=-A Vv B
(|)3=A/\—|B Ws=A v -B

$s= -A A B W,=-A v B



Les Formes Normales

Forme normale conjonctive (FNC) | Une formule a est sous forme

normale conjonctive si elle est de la forme C,AC, A ... A C,, tel que
les C, sont de la forme L,vL, v ...... v L, (les L; sont des littéraux,

les C; sont des clauses)
On appelle forme normale conjonctive (FNC) toute conjonction de disjonction de littéraux.

Forme normale disjonctive (FND) Une formule a est sous

forme normale disjonctive si elle est de la forme C,v C, v...v C,
tel que les C, sont de la forme L, A L, A ... AL, (les L; sont des

littéraux)
On appelle forme normale disjonctive (FND) toute disjonction de conjonction de littéraux.

Systeme complet de connecteurs Un ensemble Q de
connecteurs est un systeme complet de connecteurs (SCC) si toute

formule de la forme Ca et aJ 0 peut s’exprimer au moyen des
connecteurs de [1.




Terminologie et
vocabulaire




Termmologle ou vocabulaire

La théorie de la demonstration, aussi connue sous le
nom de théorie de la preuve (de 1’anglais proof
theory), est une Dbranche de la logique
mathématique. Elle a eté fondee par David Hilbert

au début du 20me siecle.

théorie de la démonstration Oyl Gyl




Termmologle ou vocabulaire

e [ Axiome est un énoncé admis comme vral.

« [’ Axiome est une proposition evidente par elle-

méme et qui n’est susceptible d’aucune

déemonstration.

Axiome drgaay




Termmologle ou vocabulaire

Axiome

Axiomes d’Euclide (1\VVe siecle av JC) :
1.

2.

3.

L

Etant donnés deux points A et B, il existe une droite
passant par A et B;

Tout segment [AB] est prolongeable en une droite passant
par A et B;

Pour tout point A et tout point B distinct de A, on peut
décrire un cercle de centre A passant par B;

Tous les angles droits sont egaux entre eux;

Par un point extérieur a une droite, on peut mener une
parallele et une seule a cette droite

e o (9



Termmologle ou vocabulaire

« Le Theéoreme est un enoncé qui est conséquence

logique des axiomes.

 Le Theoreme est une Proposition demontrable

qui resulte d'autres propositions deja posees

(oppose a definition, axiome, postulat, principe).

Théoreme a1 yan cddplal -
10



Termmologle ou vocabulaire

‘ Théoreme J

Geomeétrie Euclidienne

Théoreme de Pythagore

Dans un triangle rectangle, le carre de la longueur de I’hypoténuse
est egal a la somme des carrées des longueurs des cotés de I’angle
droit. &
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a? = b? 4 2
BC=2 = AC=?2 + AB=

Théoreme dimyig (dyplay




Termmologle ou vocabulaire

 [’Hypotheése est une Proposition admise soit

comme donnée d'un probleme, soit pour la
demonstration d'un théoreme (axiome ; postulat).
» [’Hypothése est un Enoncé déja établi et qui
constitue une base de reférence dans la

demonstration d’une nouvelle proposition.

Hypothese dringd



Termmologle ou vocabulaire

 La preuve est une Suite d’affirmations logiguement
ordonnees a partir d’un certain nombre d’hypothéses et
devant conduire a une conclusion attendue.

« La preuve peut faire intervenir des résultats déja
demontrés antérieurement ou d’autres énoncés de la
théorie tels que des axiomes, des postulats ou des

definitions de termes de la théorie.



Termmologle ou vocabulaire

Preuve : Argumentation permettant

- en un nombre fini d’étapes d’obtenir de nouvelles
conséquences a partir eventuellement d’hypothéses

- en se basant sur un ensemble fini d’axiomes et des regles

de deduction.

Le terme « preuve » est synonyme de « démonstration ».

conséquence dayiy

déduction Z L




Exemples de méthodes de
preuve




Demonstratlon par contraposntmn

Pour montrer que est une proposition vraie, il suffit
de montrer que est vraie.

est appelee proposition contraposéede de la
proposition

Idée : Une proposition et sa contraposée sont equivalentes,
ce qui signifie que I'on peut démontrer I'une pour démontrer
I'autre.

Démonstration par contraposition gaLdill yuSe s Loyl



Demonstratlon par contraposmon

Démonstration par contraposition

Pour demontrer que
« S'll pleut, alors le sol est mouille »,

Il suffit de démontrer que
« Si le sol n'est pas mouille, alors il ne pleut pas ».

Démonstration par contraposition oaLdill yuSe Gl



Demonstratwn par contraposntmn

Soient k et k! deux entiers naturels non nuls.
Montronsque (k xk'=1)=(k=k'=1).

Solution :

 Supposonsque k#1 ou k'#1.

 Alors,ona (k>2etk’'>1) ou (k=letk'’'>2).

« Danslesdeuxcas,ona Kkxk'’'>2 eten particulier,

K xKk'"#£1

e Donc,(k#louk’'#1)=>(kxk'’'#1)

 Par contraposition, on a montre que
(kxk'=1)=>(k=1letk'=1)




Demonstratlon par contraposntmn
I Montronsque : FaAB = (fFaet EB).

Solution :

* Supposons que ( |= a et |=,B) est fausse

* = an’est pas une tautologie ou n est pas une tautologie

« = || existe au moins une ligne dans la table de veritée ou «
est fausse ou f est fausse

* = a/\p estfausse

= a/\f n’estpas une tautologie

= FaAB = (Faet FB)estvalide
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Démonstration paf ['absurde (Apagogie)

Le raisonnement par l|'absurde est un raisonnement qui
permet de demontrer qu'une affirmation est vraie en
montrant gue son contraire est faux.

On veut montrer qu une proposition P est vraie :

« On suppose que c’est sa négation =P qui est vraie

« On montre que cela entraine une proposition fausse.
* Onen conclut que P est vraie

Schéma du raisonnement :
Quand =P = Q est une proposition vraie, et Q est une proposition
fausse, on peut affirmer que P est une proposition vraie.

Démonstration par I'absurde (Apagogie) calAlly (ylmyy



Démontrer que: O n’a pas d’inverse dans R

Solution 1:
v Supposons que 0 a un inverse

= JAER [/ OxA=1............ (1)
e Orv¥XeR, O0xX=0
= OXA=0 ..o, (2)

v (1) et(2) = 0=1 (Faux)

v' 0 n’a pas d’inverse dans R




Démontrer que: O n’a pas d’inverse dans R

Solution 2:
v Supposons que 0 a un inverse

= JAER [/ Ax0=1............ (1)
= AxX0=Ax(0+0)=(Ax0)+(Ax0)=2........
v (Det(2)=> 1=2(Faux)

v' 0 n’a pas d’inverse dans R

(2)




Déemontrer que:

vXeER, X=1




Systeme formel deductif



Termmologle ou vocabulalre

[’utilisation de la table de vérite est laborieuse,

v’ Alternative : Théorie de la démonstration
« Veérifier la validité des formules

* Deéduire de nouvelles formules a partir d autres
formules

v' Moyen : Utilisation des symboles (seulement) : Etude
syntaxique




Systeme formel deductlf

Un systeme formel de déduction est composé:
 des axiomes qui représentent un petit nombre de vérites
Initiales
* des regles d'inference qui sont les mecanismes de
raisonnement pour réveéler des vérites cachees.
* des hypotheses

Il permet d'inférer des conclusions a partir de premisses et
definit donc une relation de déduction entre formules

Prémisses - Conclusion

rémisses Ciloadall déduction o i TN | A2 P |

conclusions o | regles d'inférence  Jdaiwdl aclgd



| Systeme formel deductlf

Pour dire qu'une proposition o est consequence d'un ensemble

I' d'hypotheses, on ecrit : I 04

» Les formules de I'" sont dites hypotheses de base de la
déduction

* o est appelée conclusion de la déeduction

* Lesymbole I est appelé symbole de déduction

 SiI estvide, o est un théoreme et on écrit: F OL.




| Systeme formel deductlf

Pour prouver qu’une formule C est une conséquence logique
(conclusion) d’un ensemble de formules (Hypotheses), On

utilise a la folis,
* |esaxiomes A
 lesregles d inference,
 lestheoremes T,
* et les hypotheses H.

1A T H FF




'L Systeme formel deductlf

AXIOmeS :

e a—(f—a) ...l (Axiome 1)
(a—=(B—Y))—(a—p)—(a—Y) ..... (Axiome 2)
(ra—L)—((—ta—p)—a) ............ (Axiome 3)

Regles d’inférence :

s a,a—fFL (Modus Ponens)

e a—f,fFoa ............... (Modus Tollens)

* a,aFO . (Tiers Exclus)

Transitivité:

* a—f,foyra—y



Demonstratnon par contraposntlon

a—(B—y).f + a—y?

Solution :

1. a—(B—y) (Hyp)

2. B (Hyp)

3. (a—(B—y))—(a—p)—(a—y) (A2)

4. (a—B)—(a—y) (MP(1,3))
5. f—(a—P) (A1)

6. a—f (MP(2,5))
[. a—y (MP(4,6))




Demonstratlon par contraposntmn

I (a—B) , (B—y) F a—y?

Solution :
1. a—p (Hyp)
2. B—y (Hyp)

3. a—>y (Trans)




Preuve par résolution



Preuve par résolution

Le principe de résolution est une méthode automatique
pour montrer la validité d'une formule.

Rappelle

Une clause est une formule bien formée ( fbf)
qui a la forme d'une disjonction de littéraux
Exemple :
e AvBvCv-D
* Pv—=SvVvR
Cas particulier : un littéral isolé est une clause.
D
« P




Preuve par résolution

Comment obtenir a partir d'une formule bien formee
un ensemble de clauses ?

e || faut d'abord transformer la formule en sa forme

normale conjonctive FNC et ensuite eliminer les

connecteurs A.

 On obtient ainsi un ensemble S de clauses.




THEGRIENEDERNARNDEMERSITIE

Preuve par résolution

Preuve par résolution

Le principe de résolution est formé d’une scule regle de

resolution : Cl:ovP,C2:y v =P
C3:0vy
* o ety sontdeux clauses ( disjonctions de littéraux )

« (3 estdite clause resolvante de C1 et C2
* P et =P sont deux litteraux complémentaires




Exemples:

Regle de résolution




Regle de résolution

Soient C1 et C2 les deux clauses suivantes :
Cl:P C2:—-P
Le résolvant de C1 et de C2 est C3 : o la clause vide

Cl:P,C2: =P
C3: 0

Exemples:

Si C1 et C2 sont deux clauses unitaires, leurs résolvant s'il existe est |a

clause vide O



Regle de resolutldn

Exemples:

Trouver la clause résolvante dans les cas suivants :

a)Cl=—-0QvP C2=Rv—-PvS
b)Cl1==QVvP C2=0Q
c)Cl=—-Pv-0Q C2=PvSv-R
dCl=PvQ C2=RvVvP




Preuve par résolution

Regle de résolution

Etant donné deux clauses C1 et C2 un résolvant C3 de C1
et C2 est une conséquence logique de C1 et C2
{C1,C2} C3




Preuve par résolution

principe de résolution

Le principe de résolution consiste a appliguer les trois
etapes suivantes
1. Transformer I’ensemble des formules sous FNC
2. Eliminer les conjonctions en écrivant les clauses
sur des lignes séparees

3. Appliquer la regle de résolution




Exemples:

(—naVﬁ)A(—uﬁVy)l—(—laVy) (FNC)
{(=aVpB), (=pVy) }+ (haVy) ....2

1) -aVp Hyp
2) —pVy Hyp
3) -aVy RR(1,2)

(@a—=B)A(p—y)Fa>y V¥



Preuve par résolution

Exemples:

a—p—-y.B F a-oy ?

-aV-BVy, B +(-aVy) (FNC)
~aV-pVy, B+ (-aVy) ....7

1) —-aV-pVy Hyp

2) P Hyp

3) -aVy RR(1,2)

a—L—y,B + a—y v




Preuve par résolution

{PvQVv R-PvRvQ-QvR}R ?

1. PVQVR Hyp

2. "PVRVQ Hyp
3. "QVR Hyp
24. QVR RR(1,2)
%5 R RR(3,4)

5
{PVvQVvR~-PVRVQ-QVR}R V



Preuve par résolution

Reésolution par réfutation

Pour resoudre un probleme de logique par la méthode de
résolution, on s'appuie sur le théoreme de réfutation :

* Pour prouver gue H est une consequence logique de G
* On transforme G et -H en ensemble de clauses

* On appliqgue le principe de resolutiona G A =-H

jusqu’a trouver la clause vide o




PvQvR-PVvRvQ-QvR}-R ?
PVQVR,-PVRVQ,-QVR,~R}-
1. PvQVR Hyp
2. "PvRv(Q Hyp
$8/3. -QVR Hyp
=4, -R Hyp
%/5. QVR RR(1,2)
6. R RR(3,5)
7. O RR(4,6)

{PvQVvR~-PvRv(Q-QvR}R




Tournoi
On suppose qu’on a les regles suivantes:

1. Si Salim rate son tournoi alors Salim sera déprimé.
& 2. SiSalim ne va pas a la piscine, il sera déprimé
o 3. SiSalim est a la piscine, il ne s’entraine pas
g 4. Salim ratera son tournoi s’il ne s’entraine pas
LLI

» Transformer les énoncés en formules propositionnelles?

» Prouver (par réfutation) que Salim sera déprimé?




Résolution par réfutation

Tournoi ( solution)

Exemples:

1. SiSalim rate son tournoi alors Salim sera déprimé.
2. Si Salim ne va pas a la piscine, il sera déprimé

3. SiSalim est a la piscine, il ne s’entraine pas
4. Salim ratera son tournoi s’il ne s’entraine pas

Les propositions
v T :Salim rate son tournoi
v D :Salim sera déprimé
v P :Salim va a la piscine
v E : Salim s’entraine

Les formules

1: T—> D
2: -P—> D
3: P—> =E
4: -E > T

{T>D,-P>D,P>-E,-E>T} D ?



Exemples:

Tournoi ( solution)
{T>D,-P—>D,P—>-E,-E>T} D ?
{-TvD,PvD,-Pv-E EVT-D}r-0O?

1. -TvD Hyp

2. PvD Hyp

3. -Pv-E Hyp

4. EvT Hyp

5. =D Hyp

6. Dv-=E RR(2,3)

/. DvT RR(6,4)

8. D RR(7,1)

9. O RR(8,5)




Preuve simple

La preuve simple consiste a
transformer,
décomposer et
recomposer

les prémisses afin de trouver la conclusion

{A->(BvC),B->D-(EAC),FAA A-D}F (F A-E)?




{A->(BvC),B->D-(EAC),FAA A-D}F (F A-E)?

A —>(Bv (Q),
B—->D

-(E AC)

F AAA-D

Exemples:

B U1 = O D =

N N N
g = O

Hyp (premisse)
Hyp (premisse)
Hyp (premisse)
Hyp (premisse)

Simplification de 4

Transformation de 3
MP (1,6 )

MT (2,7)
RR(9,10)
RR(8,11)

Addition ( 5,12 )




Arbre semantique



Arbre semzinthué

Arbres sémantiques

Les arbres sémantigues constituent un moyen pour
« Veérifier la validité des formules,
* Prouver des equivalences,

* Prouver des théoremes (Faire des deduction)

Arbre sémantigue VS Arbre syntaxique:
Un arbre syntaxique est un moyen de verifier la bonne
formation des formules (formule bien formée ou pas)




Regles de branchement

AAB AV B ;—{ 7<
A A B —lA B A -IA
B B - B
ﬂ(}/g —|(A\|/B) —l(A—|+B) -(A < B)
-A —B -A A A/\ﬂA

-B -B -B




Arbre seémantique clos

Un arbre semantique est dit clos ou ferme, si et seulement

SI, toutes ses branches se terminent avec des noeuds

d’¢chec (branches fermees),

Un noeud d’échec est identifié
sl la branche contient deux

littéraux complémentaires

ooooooooo

ooooooooo

ooooooooo




Exemples:

Vérifier la validité de la formule suivante pP->(Q->P)

_I(P - (Q - P))




Arbre semzinthué

Exemples:

Vérifier la validité de la formule suivante

PA(PVQ)<>P

-(PA(PV Q) < P)

£\

PAPV Q) F’A(F’V
~P

Q))

\ /\

P -(PV Q)

(PV Q) X
X

~P
-Q

X




Arbre semanthué

Exemples:

Vérifier la déduction suivante P->Q,Q->R I PR

P - Q
Q — R
— (P - R)

P

R
_Q R
N X




Propriété d’inconsistance

Un ensemble S de clauses est dit Inconsistant, sI et

seulement si, 1l existe une deduction de la clause vide a

partirde S (S I o)




Exemples:

Propriété d’inconsistance

CO:
C1.
C2:
C3:
C4.
C5:
Ceé:

S={-Pv-QVR, -PvQ, P, =R}

-Pv-Q Vv R
-P v Q

-P v -Q RR(CO,C3)
-P RR(C1,C4)
O RR(C2,C5)




Graphe de deductlon

Graphe de deduction

Une déduction peut étre representée par un graphe
G(N,L) dont chague sommet de N est étigueté par une
clause et dont les arcs de L permettant de relier les

clauses a leurs résolvantes




Graphe de deductlon

Exemples:

Graphe de déduction
S={-Pv-QvVR, -PvQ, P,-R}

Co: _Pv-Q v R -PVaQVR
Cl: -PvQ \/
C2. P

- PVQ ~PV-Q

C3: =R

C4a:. -Pv-Q RR(CO,C3) \ /
C5: -P RR(C1,C4) >

Cé6: O RR(C2,C5) \ /




Thank you

L




